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; Quindecimviri aha rei publicae Turicensis rue maxime colendt benexole. me vocarunt,
qui provinciam disciplinarum mathematicarum in Academia 'Turicensi docendarum suseipiam.In
adeundohoc ipso munere ut id faciam, quod et veteri consuetudine receptum est et legibus
praescriptum, die IV. Novembris h. a. ‚orationem publice sum ‚habiturus; quo die.ut benigne me
audiant, his pagellis omnes literarum euliores et fautores‘ summa reverentia et humanitate invito.

Sed quum in academiis bene ordinatis nihil agatur,nisi’ quodad amplificandam cognitionem
quid conferat, hac mihi data occasione novae functionum Syfmmelraraiı theoriae specimen.‚cum
mathematieis communicandum statui. Kr

Per trecentos. enim fere annos omnium quidem: sed nefaria virium contentione ac summo: studio
mathematici id egerunt, ut direetam altiorum graduum aequationes  solvendi methodum inveniant,
Nam postquam Eulerus anno. 1732 certam radicum. formam :divinatione quadam invenit, et viginti
annis post in novam omnes omnium graduum aequationes solvendi methodum incidit, quae huic
analyseos parti antea obductae sunt 'tenebrae, dispulsae quidem visae sünt, et spes inde aflulsit,,
fore ut problema diffieillimum et obstinatissimum sane solvi tandem possit. Et eodem fere tempore,
quo Eulerus, etiam Bezoltius (Bezout) explananda solvendi methödo generäli quadam.. in eam

„ opinionem rem adduxit, ut ‚sunmam voti eamque omnium virorumdoctorun ‚mox consequi liceat.
Deinde viginti annis post.omnia,. quae usque tum ‚ad illustrandam quaestionempublicata fuerunt,
Lagrangius percensuit, qui ea disquisitione in novam adduetus est viam, qua recto- secureque ad
finem‚pervenire- posse visus est; sed inchoatamı duntaxat -quaestionem ‚posteris reliquit. Hoc ipsum
Lagrangii opus, uli omnium, quae antea de.‚aequationibus algebraice solvendis scripta sunt, plane
optimum est, ita etiam fines per hos sexaginta et septem annos superiores haudquaquamtransgressos
constituit. Nam licet ex illo tempore naviter strenueque analystae animum huic rei adverterent,
tamen nemo ad felicem eam- eventumpervenisse contendat, nisi. vagas (quasdam veras esse aut
demonstratione munitas opiniones putet. Fuere enim, tum qui se magnum illud solvendi rationem
problema invenisse crediderint, donec se in errorem incidisse cernentes, id omnino non posse- solvi
asseveraverint;tum qui et eam propositionem- simul demonstrare voluerint: algebraice. aequationum,
in. altioribus quidem earum gradibus radices haudposse explicari; tu enique, qui hujus proble-
matis solutionem inveniri ‚posse.non prorsus ,-quidem negaverint, sed tanta opus esse contenderint
caleuli algebraiei,.quem ipsa solutio requirat,Ole et BEOSÄiale utRe posse ea omnind ..
desperaverint. ; \

Quod quum igitur gravissimum illud- neque‚summo labore ra omhi stüdio..vinci potuit
_ 'problema, aliam sibi rei partem tractandam mathematici sumserunt.' Nämiäne.: eam- proposuerunt
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quaestionem: quo modo aequationum, quarum coeflicientes numeri sint dati, radices si non exacte,

per quandam tamen approximationeminveniri possint. Eique quaestioni inde a Vietae temporibus,

qui ingeniosam radices aequationum per approximationem extrahendi methodum jam dedit, usque

ad hunc diem quam plurimi mathematiei summa industria-incumbebant, et nostris quoque tempo-

ribus prae ceteris analystae student. _At vero ne nunc quidem tantae tamque variae contentiones

ad id certe perduxisse videntur, ut postulato illi lenissimo sane satisfieri posse putes.

Jam vero si omnes colligas, quos in aequationes earumque solutionem analystae scripserunt

commentarios, cerlamque inde consequi studeas sententiam de magniillius problematis solutione;

quaerenti: num ea Omnibus partibus absoluta , et rite doctrinae praeceptis conveniens dari possit,

duae praecipue, de quibus haud facile dubites , observationes in conspectu erunt. Namque id

primum luce clarius mihi esse videtur, prorsus ab eo mathematicos aberrässe, quod naturaet veras

analyseos indoles postulet, dum ad extractionemradieum per. approximationem confugiunt. Deinde

vero etiam negari nequit, nihil sane ex iis, quae hucusque de aequationibus- algebraice solvendis

scriptasunt, hauriri et 'prö argumento haberi posse, quo‘ nisus aequationes. altiorum graduum non

esse solvendas recte asseveres. Nam eacerte argumenta, quibus analystae quidam ad demonstrandam

propositionem, omnes aequationes altiorum graduum. omnino solvi non pösse usi sunt, propterea

nulla sunt, quod permultae eaeque ipsae altiorum graduum aequationes. particulares ‚ab Moivraeo,

Eulero et aliis algebraice revera solutae sunt, .neque tamen ex is ipsis argumentis, cur harum

duntaxat aequationum radices algebraice exprimi possint, eluceat. Sed. ii, qui solutionem per. se

quidem fieri, verumtamen nimiam, quam postulat, calculi et molem et prolixitatem superari non

_posse censent, nihil aliud, quam magnum illud problema et acuminis el assiduitatis‘et voluntatis

constantiae plus requirere quam ipsi habeant, aperte confiteri videntur.4 An

Quamobrem qui matheseos naturam et indolem haud prorsus ignoräntetaspernantur, neque_

illud certe dubitabunt, quin aequationum earumque omnium ordinum radices per coeflicientes exacte

exprimipossint. Atqui in eoanalystae hucusque erraverunt, quod opinati sunt, ad gravissimum

iliud problema recte tractandum pauca suflicere et parva ea subsidia, quorum usus jam patuit:

Quantula enim necessariorum fortasse subsidiorum sit copia, accurate perpensaeorum, quibus uti

licet, conditione apud omnes manifestum fit. Nee quisquam nescit, quanti radicum functiones

symmeiraein tractanda illa quaestione sint momenti; sed reputa, quaeso, et probe considera,

quid adillustrandas illas  functiones. analystae revera perfecerint. - Enim  vero nonnullas quidem

relationes jamdiu erutas habuerunt, quibüs adjuvantibus symmetrae illiüs functionis, cujus expo-.

nentes sunt numeri dati, valor potest computari; sed numquid haec sübsidia expedita illa et generalia

sunt, ‘quae analyseos ratio et non impeditus requirit ingressus? Verum vero asymmetraeeliarh

functiones, “quas dicunt, in auxilium vocandaesunt; sedtamen ad eas disquirendas nunc quoque

analystae vix viam aggressi sunt. Y ;

- Quare si igitur vera sunt omnia, quaemodo dixi, jam quoque concedas necesse est, immensum

manareet novarumet ante omnia tractandarum quaestionum (campum, nec-ullam solvendi ravis-

simum. illud problema spem’ esse relictam, sed omnemhujus ‘rei, memoriam deponioportere, donec

omnes cujüscunque generis et conditionis radieum pariter ac.coeflicientium funcliones, quae huc

spectant, eö usque sint explicatae atque expeditae, ut simplieium elementorum instarin analytieis

operationibusiis uti possis. EN BE ; SEP

- - Quapropter jam id agam, ut ad expediendas pro- doctrinae indole symmetras illas functiones

rectam viam justamque rationem proponam. Er a a
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quantitates Grabe; quas aut radices aequationis ni ordinis, aut aliis quibuscunque affectionibus
praeditas sumere liceat.

Deinde per signum Er REN 3
Eiu. ; i (Bl

summa indicetur omnium inde origrim, quod omnibus, om modis possunt,
MäusponämidE in praducto,

x“ER Re ice Xn”

exponentes- a b €»... zZ, Jique immutata elementorum X Xg X3...X, serie.
"Quarum vero summarum* casus simplieissimi: ut breviter exprimantur, in universum ponatur esse

Exit xt rtMuse A; 8)
Quibus sumticnibus praemissis, jam. sequensORDERR solvendum est:
» Exprimere quamque functionem €(Xı‘ X” 222. Xn2) per quantitates A, A, Ag eek
Sed in solvendo eo problemate viam primum'indicabo, qua leges eruendae sint, e quibus

majorum exponentium functiones € (- ..) ad: minorum exponentium functiones EX...) reduei
queant; deinde quibus sub conditionibus functionum€ (....) valores per quantitatum A, As Ay.n.
functiones expressos colligere liceat, demonstrabo.

Cujus autem disquisitionis exordium a fasta eorum. caleulorumAexpeditione, quiper Ran

, El“EA,

Ba HE (xt x? %° ne aaıe SieiA,
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'indicati sunt, quorum produeta.idoneo ordine‚signisque supra. positis ‚sonvenienter ügerantr, Qua
quidem ratione ea, quae sequntur, Iheoremata prodeunt:
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In propositione (9. antem primum ponatur a—h locoiipsius a,et Dr h loco ipsius PB;; deinde

termini ‚singuli per (—1)" multiplicentur; denique ipsi h tribuanturvalores0,122, 3.021 t,
et quae hac ralione nascuntur aequationes, colliganturiinunam;; quae‚quidem breviter sic exhibetur :

a —1)# Ei-t Kae.. e X,N =Ss —1)*. EixıFR xae Ra+ Rz%een Xn 2):

: x i = ne ca 2 1% Elxıan Role.xrt x,’++? . X)

a er is h= 0.42, a

Jam vero est SH Beu ie ae 3

S Di, ExSAHx:+ x,"ena
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RE TE Sn1”. ei‘ Korm Kasse: Ku).

; ne 2 m—.0,.2,2, ....2..932
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5; he ER r -HIP+a. lxut zo!eeREETER..)

m=0,1,2,....002
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Hinc sequitur theorema:

Etting... Rtrn)=D (pP + DDA, )

’ + 2,1). Eutt 7 ...22°). Ay a 0x8)
h°==.0,.1, 2, 20.0. 201 \

Quodsi autem in generali hac propositione ipsi p valorem 1 tribuis, theorema illud Neutoni
satis notum prodit:

Er.dee. a + 1A,

Faeur), Arkı 9)
n 0, 122,00
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In propositione (5) vero primum ponatur b—i loco ipsius b, et p + i loco ipsius p; deinde
sioguli termini per (— 1)’ multiplicentur; tum ipsi i tribuantur valores 0, 1,2,....b—1, et
aequationes denique hinc ortae in unam colligantur. Quibus rite expeditis, cum sit

gs; (-N'. eat re> . Kr Xp+i1 . e . °%n.) =
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Ä 1-01,
Ze (—1)”. E rt Kirn En.“ ReNEE Xp’m ie Xu)

+ (—1)?71, (p + b—1). E(x,°+1 Kay alt X, 2044: > 28)

mir, che E
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eo, Be Bl
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+1. p+b. Et xt... wii Kibie kei ERE)
m=0,1,2,....b-2

simplex haec procedit aequatio:
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Eaque ipsa in aequatione (7) primum ponatur a—h loco ipsius a, et p + h loco ipsius p; _

deinde singuli per (—1)* multiplicentur termini; tum ipsi h valores 0,1,2,... a— 1 tribuantur,

quo facto in unam denique colligantur aequationes ex ea ratione prodeuntes. Jam vero cum sit

h —ı Ar,2» (=) - E(xi‘ +1 +1 ze.n..xale,ae> m

AR| N

IHREFEILTEFe)

RT 2 (—1)”. E (xu x5l ARXp Xp+r+2 ... x42)

r=0,1,2,...a—2

> (—1)". Riss x,.+1 Xat ...xXen2 nee x,%) ==

: h=0,1,2,...a—1

= I, (1)... Eu"KAde Xp’ +r+2: *Xn.)

ODpt aN.rare%”)
TEN TEN RN

EINER WerBrri)

hr=.0,..,2, .a—1 fe

—.(D AR b—-1). Eier xol X+bns+b+1. ..Xn°)

— 2, 27 1)’. (p+tr+b). Car Xp! X!erRE«+ Xn°)
220, 15,25 a—?2

2, (V)". (p +h+ b). El! Nolte IESPRDUNOEN, Xp rr+b+2-:» ee) =

h=0o,1,2,...a—1

= 2, (1). (p+r+b. Exit xl... Xptrrrsri REIHE)

+ (N. p+a+b—V.(p+ta+tb) Exit. X,'rars XprareX‘)

r=0,1,2,...a—2

oriatur inde necesse est aequatio:

BI-NEDmEin.urn

h=0o,1,2, .a—1 :

i 6 Laer

FEUNLEANE)
+ -N.P+ a1). ClETrer. > Xu’)

+1) pP H+b—1.. Curt a.RA rs.I°)

+ (—1j77°+5=,(p+a+b). (p+ta+b—I) Eul..Xp!rar 5 Xp’ +a-+rb+1:.Xn°)

Quare concludere licet, esse s

 E@ı+ zeigtXN 2

= (1), (p+a+b.:

REeea
+ (-1%. p+a-—n. Ela’ ttxf2%HaRp

LaDE 21)Er X3° 2... Xn°)» Ki
ee €

i=0,1,2,...b-1 ©
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et casu particulari, quo p = 2,

Eatmn)
jr, (at b +37, Aerkb-r2

= =19 (b ne %), E (1 at+2ee

+ (1). @ +1) Ext xd.. Ketrs rn‘) (11)
+ &ı ee 2; (—1)!. Eu‘hyER.). Andre

h =0,71,92, 2
ENel
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Jam vero in propositione (6) primum ponatur c— k loco ipsius c, et p + k loco ipsius p;

deinde singuli per (— 1)” multiplicentur termini; deniqueiipsi k valores tribuantur 0, 1,2,....c—1,
et quae inde proveniunt aequaliones, in unam colligantur. Quibus rite peractis, hanc veram esse
elucebit relationem:
BEtenER

2.051,92u. ol

Bu Eur x’ +1 Kt Se ... 3 %+1 .... x)

+trnnREet)

+ € (xı° x.r1 Kasch x“ ... Kg X)ir3 .... x) (n)

+.uren.rei)
FIIR + 0-2uiarca.)

+ (1)Ep + ceCureXu‘)
+ (HR HrYeahrc4- Xu)
+ (N)@p+e). STECEic3.0

Qua tamen in aequatione (x) primum ponatur b—i loco ipsius b, et p + i loco ipsius p;

deinde singuli per (—1)’ multiplicentur termini; valores 0, 1,2,3..... b—1 denique ipsi i

tribuanlur, inque unam aequationes ita ortae colligantur. Quo facto hanc veram esse videbis

relationem:
Br1VI, (ant...Ari

ieERee,12,1.—1

SrFERn)

raae...ie)

+ (1). p+b—2D. Etti age tt a... R'40 Rprıriee: xn°) (ni)

+ (1). p+b—N. Eliaxt x...2ee0)

2 (—1)71, (p Sir c—?). € (Ki XaA xl LER ae Keert ... u)

ur (ARE (p ar c—1). E(xı‘ Ru MA Kl. Kolcn Xp +c+2 sets 2)

Sin (NR p+b+ c—1.. xl... KuUe Xp+brc+l.: xn°)

+(-Nr p+b+. Ex‘ Al... Xplyoreri1 Xp+bre+2 Xu.)

Sed in hac iterum aequatione (7') primum ponatur a—h locoipsius a, et p n h loco ipsius p;

quibus positis singuli termini per (—1)” multiplicentur; et tributis denique ipsi h valoribus 0, 1,

2,....a—1, in unam quae inde nascuntur aequaliones colligantur. Qua igitur ratione haec

prodit relatio:



Bu
; Be: : ; -

23, (— 1)" SS; (er SI, (—1)". ER Kor ei x, ERREE: Apr =

h=0,1,2,..0a1,1>0,1,2,...D—-1,k20, 1, 2 208

RN)
EAEURoree)

+ (1). p+b—-2. Cauttixstixst..xXplrs Rpror2e 0 Xn°)

+ (AVBCAN. art KRrat eure Iprer Rn’)
+ (1erpta + bp. Ct aone arena
+ (—-1)+72.(p+a+c—NY. Ei: en Kerr Iratakerte-

=ie (I (p +b+ e—1)?!. Exni ERSTEARE Xp’ +5+c+1-

LeHirt.Cala.
'Quae si aulem vera est, veram quoque hanc esse concludere licet: °

Elxsi tt 2, KairanME

zerGeP+abi od, Artarbre

+ (Nrprbre—1A Ettt rt. Rpre Kp’Hiterte
+ (1). p+a+ce— 1).rerex

+ ren (p+a+b—1)”. Ela‘De Koisans ..

+ (—1)°: P+c—?2). Bla Kt xXat .. Rh Xprc: . 22)

+ (—1)’. p+b-2. eur} KoIREKae et)

+ (1). p+a—29. CE airrt.Riga XpHatte Rn)

Rn)

x)

EX)

ei)

+1). 2; (1).HDEEREReAper tier:

Bao
label
ke8.cH

et particulari casu, quo p = 3:

GritERxa)

=(-YrratteHNM. Arrorers
FIEBER.Raa-
+.HrHEEFFDIEER
+ ee (a +b+ 2) E(xı° tt Klo. Kelrırs Kern. RN

+ (—1)°‘. (e+ 1). Er Ktxcirs RET)

+ (—1)°. BD. EGRetler... Kuala)

+ (—1)°: (a+1). Ex’ +1 gut Bereee)

+IEetRRRR Ban ars

420,1, 2.2.0, 2001
10, 1,235: 21

KOT
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Sed et inde, quod relatio (7) sit vera, iisdem fere calculis adhibitis, sequentem quoque veram
esse concludere licet relationem: k

enuDen
= (—DateeFEPERLE Anaarirera

+12 (p TRreFe-I,Re Xot BeeeRoera.

+ enS(pta+c+d— >ve E(xıDEN Kaeld wmli. 2087 .

= erBEE, pta+b+d— aseeNoed X) +a+brd-+1-

Mr CITROEN ParNEeeneK
+ (Nr p+e+d—YA, Ext ggor1 Br RENRUERAIn EN
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+ ae, p+b+c—2)ei, Exirı Kurt xy de, REBeAs

+ra pta+d—2a. Eu? ri ge ti x... BaaaaDes
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+ 2,1". 82; 1’. 3, -1*. 2, 1). hih gtiKenix®. 2°)NE
h=021,252.,3-1,.1=0,1, 2 b—1;‚k=0.2, 06T: LU, 2 /

aQuaeque si iterum vera sit, hanc eliam veram esse oportet:
Elxitix,r1 xych xAa,=

= (lyrErMar FtEee

Zul „1)tmerde, (b+e+d+t3a)?7, Eat x..xtHerd ru Kb’ + ord4+5 X”)

# esPiel63 (a++re, Cm’tt Xp! “e Kaiser dir Ka +cord-+s5*: Re)

+mern, arbyKataeie"Xn°)

HHNEITENT?. ka theIPAhenieEn)
+ (Ayers in. (ce +d + ay71, Eutig’t Kalatın Kanadas Be deasire  Daı)

+ (1erbr + DIA OlaFaHioranareKa)
+a (b 2. + 2271, Eutt Kart x; Bee Nahen, Bes DE 0) \ (15) |

+ (per, (a En d + A, Ex’ri x +1 xXz! are Kae Kara res = / R

a ir, (a +c+ 227, Ex’ ri KieereeKaXr°)

+ Dta+b+ 2371Eur!eeKeea Kee) #

+Dash. EtrtaAnala KaraX?)
FINDEN Ute.ER)

+ (DI BEDaa)
+ -D°.(a+1). Eeier gi,0xiau Kara Rn)

+ 2,1". 3; 1.2,(N 8, N. Ex" xen eeaeKa’) Arrira His]
h=0,1,2,..a—1; i=0,1,23,..b-1; k=0,1,2,..ce-1;1=0,1,2,..d—1 |

3 ;
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Quibus igitur ex praecedentibus satis. clare elucebit, quanam ratione non solum propositiones

(4) — (T) adhibendae sint ad alias easque aptas relationes evolvendas, verum eliam omnes, quae

earum agmen sequuntur. Quare, quum etiam relationum inde natarum indoles et lex progressionis

haud difficulter perspici possit, ulteriori calculorum explicatione haud opus esse videtur.

Quapropter jam primum animadvertamus necesse est, contlineri in relationibus (8) — (15)

‚ revera legem recurrendo functiones formandi: quarum utique ‘ope funetiones C(....) majorum

exponentium aptissime ad functiones E(....) minorum exponentium easque simpliciores redu-

cuntur. At ejus reductionis neutiquam ieh essemus leges, si tam arctos disquisitionis consti-

tuissemus fines, ut particulares tantummodo functiones

Eu X%°RRER)

E wer zu ri CR. ee ie X.)

eurx Kat x u 2.0)

nobis tractandae sint; sed generalioribus consideratis functionibus

Eurianne

CutarTE)

legem in utroque functionum genere adhibendam consecuti sumus.

Deinde vero facile perspectu est, singulos unius seriei terminos propositiones (8) (10) (12) (14)

esse, neque huie seriei generalis deesse potest terminus, sive generale ejusmodi theorema, quod

omnes, quas dixi, propositiones implicite contineat. Verum etiam propositiones (9) (11) (13) (15)

singuli unius theorematumseriei sunt termini.

Unde haud parvum doctrinae de symmetris functionibus augmentum increscere mihi videtur.

Namque una tantummodo omnium, quas supra dedi, propositionum eaque particularis (9) hucusque

in lucem prolata est. Verum etiam Waringii quidem nonnullae sunt relationes, quibus tamen cum

eaque illa (9) in significatione formationisque lege ne lenissimum quidem est vinculum. Quare

totus subsidiorum, quorum usus ad evolvendas symmetras functiones adhuc patuit, apparatus haud

melius quam diversissimorum fragmentorum eollectio eaque minime apta aeslimari potest.

kBe 3
"Attamen relationibus (8) — (15) exhibendis etiam vera eaque uberrima subsidia sunt acquisita,

quibus adjuvantibus problema illud supra propositum jam solvi potest. Ergo cum singulas parti-

cularesque functiones

HETART ne we RN)

Eurtrrae  er,*)
Biterx‘)

*

ah



tum generaliores

eu Xot Meder ee ce Xp X» -r1 Xa?)

CsXya,Br x°)

urntage tigt, % 8%-m 25)

per quantitatum A; Ay Ay. ... functiones exprime.

Seld magna hie occurrit difficultas, cum - functionum ex elementis AAN formandarum ,
quarum ope functionum symmetrarum valores evolvendi sunt, et generales et particulares prorsus
incognitae sint proprietates. Quum autem functiones, quae huic consilio inserviant, profecto
existere oporteat, eas quoque inveniri posse nemo dubitet; quare id praecipue agendum esse
videtur, ut omni studio omniumque rerum accurata consideratione disquisitio instituatur.

Itaque hujus libelli ratio cum arctiores ejus, quam quos velim, fines constituat, id maxime
consilium meum tendit, ut viam, qua in diffieili ea materia ad felicem perducere rem liceat even-
tum, demonstrem. Quare eas maxime ipsarum Aı Ag Az... . functiones, quibus adjuvantibus
valores functionum

Birar we. ga)
Ext ER2

exprimi possunt, explicaturus sum.

Exordium autem ita fiat, ut relationum (3) et (9) ‚opevarüi valores, quos functio
| EC (Kuekl BEN ekete x.%).

pro diversis ipsius a valoribus habere potest, evolvantur idoneoque digerantur ordine. Facile enim
perspectu est, esse :

Exit x2°..x,’) = 1. Aı SRAE- \
Er.)h-.ı |
Ex x...) 1Aaeege ww

Mi RR,
Ex Ko’ ES) — 1, Aı Aı Aı Aı 1: Aı Aı A, + $; Aı A; — 4. A,

1. Aı A, At 2. Ag A,
RA|. A4 0

Eu”. . x2) N A, Aı AıAı Auh— 1. Aı AL A, As + 1; Aı Aı A; 1.A, A, + DENE

Sn v 1. Aı Aı As Aı 1: Aı A, As » As A;

1. An Az A, A, |1. AuAzAı 3.A; Ag

2A, Aı Aı Aı 2. Aa Aı Ar | 4. A, Aı

2. AgA, Aı

13.415444,
. Quos jam si adhibeas valores, ‚relationig (8) ope etiam sequentes ipsius functionis

EEEWeRtLa..,x,°)

 

 
#

B
r



Bee, ,

valores exhiberi possunt:

Cuu.elA, (pP, A,

Ex? Rot. RR’41. Rn) = 1AAıA,— | 1.4 A,2zı + (p+2. A,r2

  

 

 R BI As A, ;

er El... 21x, 41..85°%) = 1AAr AA, —11.ArArd,rı + 1AA,(P+3). Apr 3
: 1.Aı1A5A, 2.AgA,1

2.AgA1 A, 3.AzA, i

Clxs xt... xx,r1:.%n°) =1 Ar AsAsAA, — 1. AAAA AA A,41 + |1. AL Aı A,ro

1: AsA1AzA, 1. Aı Az A»-+1 (w")

E AıAzA,A, 1.Aı A; A,

2. AsAı AA, 2. As Aı A,r1
2. Ag Az A,

3. AA, A,
in 1. Aı Aus Ar (p Ar 4). A,+i

; 2. Az Ay+2

Ge
4 A, A

9.
Verum e propositionibus (w) et (o!) colligere licet, ad valores functionum

EIERIEReet)

apte exprimendos combinationibus ad definitas summas, quas vocant, opus esse, iisque ila ex
elementis Aı Ap..... condendis, ut in singulis numeri ipsis A annexi certam summam compleant.

' Quae quidem res, quatenus formandarum harum combinationum ratio jam nota est, perfecta esse
videtur. Sed accuratius productorum conditione in relationibus (»!) contentorum perpensa, nova
prorsusque, quod mihi videtur, incognita combinationum classis obveniet; quibus id quidem prae-
cipue proprium est,quod ultimum combinationis elementum singulum tantummodo inter elementa
A, A,r+ı A,-r2....locum habeat, dum in omnibus reliquis locis quodcunque ex elementis A,

 Ag....adesse potest.

Qui autem singulis productis sive combinationibus junguntur numeri, eos locales duntaxat
elementorum, primum cujusque combinationis locum tenentium numeros esse, facile perspicies.

Hinc vero sanequam manifestum fit, novum adhuc et permagnum doctrinae de combinationibus

campum tractandum restare, idque magis elucebit, si ad evolvendos valores earum, quae forma

generali ar
Eatt Koi x7° ee Ru)

continentur, functionum relatione (11) utaris. Quare huic analyseos parti summo prae 'ceteris studio

incumbendum est, ideoque amplificandae recteque  explicandae hujus disciplinae in sequentibus
initium faciam.

Er



10° ' *
Significet expressio w :

A123... mtr D

summam omnium, quas ex elementis A, A; A;....ea quidem lege conderelicet, combinationum,

ut quaeque combinatio m + 1 ea contineat elementa, quorum localium sit s + 1 summa nume-
rorum.

Ponatur deinde,

EAA aEL (U)
esse signum summae combinationum ex elementis Aı As Az.... condendarum, quarum quidem

- ea sit conditio, ut

1) quaevis combinatio m + 1 elementa contineat;

2) in quaque combinatione localium summa numerorum sit = z + s;

3) quaevis combinätio per localem elementi, quod primum locum obtinet, numerum multi-
plicetur; “

4) unum tantummodo ex elementis A, A)4 Ara in. . combinationis locum ultimum sive

(m + 1)” teneat; Yu

5) quodque ex elementis A, Az A;.....in combinationis loco 1”°, 24°,.... m!esse possit.

3

Jam vero secundum notandilegem in (II) positam expressio

Bl (10)

breviter indicat summam omnium ex elementis A, Az A;,... sub ea conditione formandarum

combinationum, ut quaeque m + 1 ea, quorum sit s + 1 localium numererum summa, elementa

contineat, et ipsa per localem ejus elementi numerum multiplicetur, quod primum combinationis
locum obtinet; et ut in ultimo combinationis pariter ac in alio quocunque loco quodque ex elementis
Ay As Az; ,. ..: esse possil.i” Tu. „

Quae ergo combinationes, cum in forikandieiis nulla elementorum a certis locis excludendorum
habendasit ratio, breviter ita habentur, ut primum omnes, quarum per signum

» k AdII. Eh

Be eombine condantur, et Busch per locales elementorum, quae primum
obtinent locum, numeros multiplicentur. 2, 1 !

At vero accuralius eorum, qui singulis combinationibus, quae summam

A(1B3.,..)etr
constituunt, junguntur, numerorum conditione perpensa, aliam eamque breviorem formandi rationem
existere apparebit.

-

Namque perspicies esse

A [(123...)9; (133...W,.ı = Q. AAB...)mtı
ubi @ certi est signum numeri, quem determinare licet.

4



 

bu 14 Be %

. Sint enim

: AL: V3 V35 1 or 0. ...

combinationes diversae, quarum quaeque m + 1 elementa contineat ea, quorum locales summam '

s-+ 1 constituant numeri.

Deinde ö

NN VRR

sint ejusmodi combinationes, quae mutata duntaxat eorundem elementorum serie inter se differant,

ita, utsit, si valores tantum respicias,

NNaer.

Eadem prorsus sit ratio ipsarum

Va Vor: Vor Vo

et i i
Ve Va Veen

etc,
®*

i

Tum sint

5 LOL a.

locales elementorum numeri eorum, quae primos ipsarum V, V,! V,t!..... locos obtinent.

Denique sit
EV,

numerus earum, quae ex ipsa V, permutandis elementis combinationes eliciuntur.

Quibus positis erit

ER KaeVE VE FUN Een nn.

A a Var ENGE He Vaen
+ Na 4; Val: + VaeeEn

AB...0; 13... Wir = a. Vı tal Vital WA...
+ 02 Va + ag. Vt + Ag. Vztl + ei ee

+ 0% V; + az. Vzt + az. Vatt + eete

Est autem En

YY=Vu-VYWme...... =V #

Vs = Ns = V,i11 ZZ ss er0. — Vz; i

Var == Vz = Vz ZZ ocscr.01. = V;

ei

Vi + Vır + vu + er... W% V

V; + Vs + V,'1 + REES. ie = Vz

V; + Vzt + V;11 + 000... —:V3 V;

w' =
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hinc quoque
Eat.ErER GET HR... (A)
et

AA...)AB.mentatah..y+(&+ otN (2)
. * Ni ra FT Wü) Vs

Jam animadvertere juvat, omne omnium, diih;ipsae v, V,! V„it ... constant, elementorum,
toties primum obtinere locum, quoties secundum, tertium et quemvis;alium. Unde colligere licet,
eorum, quae primos ipsarum V, V,! V,u,,. locos obtinent elementa, localium numerorum
summam, sive summam @&, + @,T + «1! + PR + .... esse fanlam, quantam eorum, quae
secundos, tertios et alios quosve locos tenent. :

Quodsi nune ipsas V, V,ı Vi... verticali dispositas esse ordine ponatur, verticales inde
nascuntur m + 1 series, horizontales vero v,.. Eorum autem, quae verticalem ae con-
stituunt seriem elementa, localium summa numerorum est — Gr + era, eamque
ob causam omnium, quotquot locales adsunt, numerorum summa est

=(m+D. (ea, + «,! m Weee)
Eorum vero, quae horizontalem quamcunque constituunt seriem elementa, localium summa nume-
rorum est = s + 1, eamque ob causam omnium, quotquot locales adsunt , numeror! ma est

ZENN-E HD

Est ergo ; ‘
m-+N1D. (ao, + art+ IRRE ed

hinc quoque

8 1
eeer

Secundum hanc normam quodsi valores serierum i
a, + (2 + a Er: Det ?

02 + e at + Gt! Br ‚ z

a3 + a;t + at + lien. e

formantur, et in propositione (A1) substituuntur, prodit

Aa...etTent tim tat...) 

 

m-+1

Quam denique si cum relatione (A) conjungis, oritur relatio
1 'AA...0; 13...= AB...ep Ay)

12°
Sed et eas nunc consideremus combinationes, quarum summa per signum

A[(33...)@;@ z ++ 2.0...
indicatur.



PR ee u

Quodsi enim ipsa A. +. in ultimo plurium combinationum loco est posita, earum quidem

summa per formam
a

WAFEWAu WEAee

sive per productum
(W+- WI + WU +.....DE

exprimi potest. Quantitatum w wı Wwi.... aulem quaeque est combinatio ex m elementis

ejusmodi condita, quorum locales numeri summam z+s - @ +u)=s—u constituunt, eaque

ipsa per loealem primo loco positi elementi numerum multiplicata; .quare est

 

W+WI+ WI +..... —= A[(13...)"9; 13... )@),_

Unde earum combinationumsumma, in quibus ipsa A; + „ ullimum tenet locum, erit

AUSBAMAre

Quae autem ratiocinatio cum omnino vera sit, quicunque ipsius u sit valor, sive quodcunque

ex elementis A, A. yı A: +2... ++. : per A... „ repraesentetur, sequitur ut veram quoque hanc

ess oporteat relationem:

A123...md; @z +12 +2... ZuENEPeeAue
wur: 15, .s—m

Cujus quidem relationis veritas ab ipsius z valore non pendet; Ai casu Rei, quo

z = 1, etiam est:

AB.. ai 2, A123ABIA
wr9,1,3...9-0

13°
Quibus igitur expedilis ad functiones symmetras reverlor.

Nam siquidem designandi rationem, quam in (Il) et (III) posui, rite applices, teneasque in

universum esse

ms (188... (VI)

aAB...);@z+12+2....Wır, = @+ MD. Ar,

propositiones (w) et (eiin $. 8 breviter atque harmonice sequenti modo exhiberi possunt:

E(xı! x%2° re ATER. ”

Ex? x° x.) = AB... 95:83...)
IB).

Sl 9° x.) = A[(13..)9; (183... )W; ar
— A[(23..)W; 13...) r
+23...MB:an

(xt x2° 2°).VE
— A[1B3..)9; (133 ...)0), 0)
+ A[dB3..)%0; (13...)W), i
— A[d3..); 13...)®0),

Ex %° x.) = All. 29; 123... )0],
[13:0 08,230)
+ A[dB3..)9; 13...)@);
— A[(B..)0; 43...)
4: 4113:I 8... (15



! & (x? Kol ..ine

Ex x...

E(xı* Xp!

(x? Xg! wies

' X"+1 ..

x . Kuyal De

1 o
x X, +1»

2

Ara...
A235.

r -+1*++X.ee=,Wer,

AT...
r A[(123..,
— A[(133..

Xy= AB...
-"ALI“
iattlB...,

ER ANA

Id...
u) = Al...

9; pp+1p+2...
Y%;pp+t1p+2...

Pd; pp+i1p+2...
ee; pp+rp-+2...
op+tp+ 2...

9; (pp+t1p+2...
I; (pp+ti1p+2...

Yd;pp+t1p+2..
pP+IP +2...

Y;(pp+1p+2...
pp+1p-+2..

;pp+1p+2.

rs (4)

 
— A[A3...P;pp+1p+2...)®,
+ A103...Pp+1p+2...)0),.

14.

Sed quamgquam relaliones (9) et (3) legem certam eamque generalem sätlis luculenter

indicare videntur, demonstrata tamen haec neutiquam aestimari potest. Quae ideo ut firma, qua

opus est, demonstralione muniatur, primum proposilionem

Elti x°....1 EHITDRAAB. er...m: (4)
; rt 0:

assumo veram esse particularibus iis casibus, quibus sit g= 0,1,2,...a—1.

Cujus legis quidem vi in propositione(9) ponerelicet

ER)EN (N. AB... Jet), (123...W0,_
Ur,ah1

Substitutione autem hac facta, evadit:

El...x) MH (1). (a EN Arrı te)

ubi brevitatis gratia posui_

 

M=2 (—1)". S,.eel)'. Alm. Aerimem; daBEA, (n)

iz. B er :

h=0,1,2,.|

Jam ponatur m Be
ne= All... Mer (2. (7)

ut fiat
? MH et), P>; (—1). Hu-ier=ı) A,zı

r=0,1,2,...a—h—1°

3=61,2,...2—1

[S
;1



#

2
Be | m.

ipsisque r et h indicati tribuantur valores, series inde natae sequenti pokkung digeri ordine:

M= HE). EB», A:+ HE, .—.. +.ee

FREA + HEN Orrent

+.er

(SHTIBNA,

Unde primum colligitur, ipsam M verticalium a serierum haberi summam. poB8e;;  quarum quidem
cum (w + D)'* sit x

— (<A. 3, Hu=v-), Arie 3

= (u A[(23 ... er); (423... )@)]

e—.0:1, 2,

a—t* Ar

fiat quoque necesse est

MaSAU.ABoe Ar,

* FEN, Bw

“e9r20.0
Sedenim secundum propositionem (VI) est ;

BE.ErENheAIG.efan

=, u... W Ä
ergo etiam

= 3, (1). A[AB...)em; (13...Se
w—1r2%.:.., a1

Quo quidem ipsius M valore in propositione (2) substituto, oritur relatio

Exit! %°...%°)= 23, (-1”. AI...ar,+1. a+D AL,
aaN| En %

“_unde, cum sit

(a. DA, = ALLA.237.m,

concludere licet esse

Emtti x...) > 8 (1). Ali.a%a et)

h==.055,:2; !

Propositio autem Ba ipsa et inde nascitur, si in (34) ponatur g =a. Quodsi ergo propo-
sitio (I) iis casibus sit vera, quibus g= 0,1, 2,.....;a—1, eo quoque casu, quog=a,

hanc veram esse oportet. Enimvero ex 2 quae in () sunt annotata, non potest non colligi,

veram esse propositionem (34) casibus iis, quibus g = 0, 1,2, 3, 4; quare ea quoque valet pro
= 5, et per consequens pro g = 6, etc.

Hinc propositionem (16) sine ulla exceptione pro a—= 0,1,2,..... veram esse conclu-

dere licet.



 

* £ a,
W% # ur s ” "X x

Neee “aM, .

” #% % vi Bl ® 7

a a .
» 2 . ER . i , ».i:. Be en Be

Secundum legem (16) autem in propositione (8) ponerelicet Pe

EuKr...) = 2, (Dr. A[(133..a
“ ee;ach |

 

"  unde prodit röiatio. E ee er !

Eltr x... 2 %°41...%°)=M + (—1)..p + a). Ay.Nne (2%

‚20bl Brose causa posui » & |

ea Me= 2, (-N'. 2, (nm. A[(123..ee3 ..Yon.ve ar m)
R i g4—:05:15:2; ee ü Er

I =D 05 1,0, a. 4 #
Aalibitis autemis, quäb in (7)posita sunt, ft A

ee M =2, (1). 8, (21)1. H@-1-0-DA, u
reg 0N ee
' a a0,1,2,....0-1 ..: Zu
” x ef Si ipsis q et h indicati tribuantur valores: .s ei. ä
E*Me HEN A, — BUAAne4, a“

* # — Hz2), A,+1 + H4=3), A Teenie +. .(—1)Ko6 H\ ae A, +1

Par elam.m AyFA ! s “ % ““a, £ . EM: . Wr,

ei \ ' ö o r ® of BlIta; 1),Be

A Qua quidem serierum dispositione enRepam M erticaljpk Be„a_ seriefum
2. summam haberi. posse;"quarum cum (r + 1) e* x &
#, Tally == (-N’. 2BEEr i Ei iR*
| Be =ur:„2: Ala23. ..9,.8.NeAd, N

Gi Be N ahuact..r , is ,a Sl * « *

: Tu. u, w.
f: Re x : .Mm = 2.(Hy.zent.Dea ‘

S
x

 

wi x = 1,a - ö : x: #

& en enASS: ee N El, Ben . S
Deinde secundum propositionem (VW) est i Bu f.

: A[(23 .. Jura);ER*MenArsEA [1234 Yen; (PP FIR r2:je. |Bu 0 Big Sr . »
°. hineetiam n Fi; * >

M = 2, (1. A[AB... Je; pp+1p+2. An.
F rei eu2, ua—1 ” “

Quo ergo ipsius ”valore in(2) substituto iu . &,
» elxt Raet

ee =& dr.3 [a3 .. Je;Bprt1i1pHZ.3,Hate1}..P+ a) Ay.
K s 2 2 : = 0, 17 2,» a a u; wi
et cum sit i j f MR:

re)all.ee
. A # i n '

ne # * * = .

. *

Be * % a .

, i ;
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xtiggt “x!°+-X)=2, 1) AUB.)E @p+ipt2.0I

! a ee nn,
£ Mr 8 ;

sumtum valorem wenmVe
E -,. j 2 £ : >

enYalieetessea En I “ a: ii n | % ! |
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biipsi aquemeungue exserie 01 2 3 4.senns
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a er Be a; Pe A Br r
ER Verum eadem 'fere ratione valores quoque functionum Fi “ ee

R A.e: Eat Mr xy ie %n") 3 2a en 4 5 u !

73 Nwi ah ee Be
he Pa .e.. X

er du»*%
- en

-  reoederepossis, magnuminde et haudquaguam inutile RT,earum Beac naturaeie
   

nn)

salahini, gone0)etaHe"lic Possunt. Sed tamen in- his hineas, quibusiad.

aAleesplicandam| Opal ipsarumAy. 3:RER . functiones magis aliquanto eomplicatam

om Sequi videbis. Radarivero ‚ab Apso, disquisitionisprineipio functiones illas ge aliores

4 Ebene debere -teneas, a quibusad‚particulariores, easquein $. 10—$. 12 explicatas

Ea “ . } wi 2 3 « " % = % K | ? ne
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u

* Se n

er
" E

® % w =

*

”

-

w
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ehr

j F ' } r ® Nr ? # 2 B A .

Sy . es bu % ER u An 2 #. iDen,weee ey
a % ai

; ‚* , “ » = BER | a

* ( 2.% 2 ei x EPBe
; e « % vu ac Er Fe ® N 3. x i f

Y3 je > . « +

th o. » N e L,
N ; = r ’ Ger NS RE # 5 De

ME & A Br: "a "4

N * * « : wi : u. . Be ur

= 57 wi s ee: ar } . i $ ‘ . gr x Br & x

I 5 . 5 4 wo. & . t =

2 SR. ee 0,3%
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