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Es werde folgendes unbestimmte Integrale

: X dx - _
(0 + 4D (rp W) o) T T g
zur Bestimmung vorgelegl, wo ay, a;, . . . a,.1 beliebige von x independente Grossen und:
m<q + ¢+ g+ ...+ gna

ist.

Man nchme an es sei qu von der Form 2p.. Bei dieser Annahme hat das Binom

4 a2Vt Lotnon resllen Falilorcs dos ersten Grades, wohl aber bilden nachstehende Tri-
monien die reellen Faktoren des zweiten Grades desselben:

i

2p.

1 4+ 2akx cos -+ a% x2,

31
i 4+ 2ax cos%ik + a% x?

i+ 2ax xcos%-‘r a%, x?
+

14+ 2a,x cos(g—p—k—_-”
2 px

w
e + a%y x?

demnach ist man im Stande die #cht gebrochene rationale Funktior

x'“ L LW

(1 aPox®P0) (4 & o 2PUZPI (] o o202 200) . o i (1 4, 2P x2Pa-1)



in Partialbriiche von der allgemeinen Form

e
1+ 2ax + gx°

7u zerlegen, um die Integration der vorgelegten Differenzialfunktion von der Integration der
Ausdriicke:

A : Bx

1+ 2ax + %2’ 1+ 2ax + 8%
abhiingig zu machen.
Setzt man der Kiirze wegen ky fir % und bezeichnen A';"s) et B&’;:‘ _, von x indepen-
” :

dente, einstweilen unbestimmte Grossen, wo k alle ganzen Zahlen

und s die Zahlen

der Reihe nach bedeuten, so findet man:
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Iy - 4 g iR s
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T 1+ Zagxcos Ao+ a?x? 1 F 2a,x 0837+ ap?X2 © 0 T T 2apx €08 (2po-1) o + A0P%F
: )
A E A" 4+ BMx A 4 B Px Agp, —1 + B"BP X

T4 2a;xcoshy+ a2x2 ' 1+ 2a;xc0s3%, + a,2x2 ol i—l—E?.alwcos(Zp D)7, + alx?

: A B ®x A, 4 BBy Ag.f) 1+ Bszzp} iy
T 1 ¥ 2agxcosis + azhf {_lt—gagxcosSAz—{—ag?x? ey T 2asxcos(@ppd) iy + 22%°
(n—1) (n-1)
(n-I] + B, (n'l)! A3(_n~l) =i B:;('_n-ijx AQP et +B‘!p Zalx
e

t+ 23,.“: X008 hmot & 251 X2 " 1 + 281X €08 3hn1 + 8% 1% ¥ 1792, 1% c08 (2paci-1) -t FAlna X/



Setzt man ferner der Einfachheit wegen :

o) =l aox ) (14 e ) (0T ) L el

so kann voriger Gleichung auch folgende Gestalt gegeben werden:

X" =
=0 + UPpx) + UPg@) + . . . + U o
+ 0P + 0Pom + BPem + . .. +UP g
+ U ®Pp(x) + Us(?]¢{x] + UsC*Jé(x) + . ..+ {fg::'_i¢]c- (x)
+ 10D + 04V + 0CVgm + . . .+ U @)

wo allgemein UL:: ¢ Statt

k) kJ :
Agsk—l + ]%gsk—-lx
1+ 2axxcos (28K — 1)/ + a% x2
geselzt worden.
Wenn in dieser in Bezug auf x indentischen Gleichung die Funktion ¢ (x) fiir irgend einen
Werth von x gleich Null wird, so verschwinden simmtliche Ausdriicke rechts vom (=), mit

i
Ausnahme eines einzigen, der in ¢ ibergeht; denn irgend eine Wurzel eines Binoms der
Funktion ¢ (x) z. B.
1 ARyt =D ()
ist zur gleichen Zeit Wﬁrzel irgend einer der trinomischen Fakioren desselben Binom’s, z. B. von
1 + 1ak @cos (2ex—1) Ak + a% x2 = 0 (8)

Wird durch QS | das in & iibergehende Glied bezeichnet, so ist:

.
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und wenn daher w eine den Gleichungen (o) und (8] gemeinschaftlich zukommende Wurzel

vorstellt, und
{1 + el’n—l X sa!‘n-l )

{i + a, F"x ")(l—t—aﬁix"‘)“-fa pe‘p)
T 1 4 2ak x cos (s —1) ik + a% x2

Yk(x) =
gesetzt wird, so hat man:
2p),
b () _%“l Py Riw '
(=W =9 an ¢08 (28k —1) 7k + 2% W

und da beim Statthaben von w als Wurzel der Gleichung (g8) auch ﬁ eine Wurzel derselben

ist, so hat man ferner:
ka —1

Gleichung (8}

i
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( ) ) Qakpkpk Sk (agkw)
Wk o = —
S 4 a cos (2sx—1) ik + -v-:w
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(1 420" w'o) (1 4 a,™
& wly [a%i W] e [a% w] 21' )
gesetzt werden, jedoch mit der Bemerkung, dass in jeder Binomenfolge rechis vom (=)
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il

i e
1+ a“_";'-1 [a% w] Py )

i

immer das Binom
31y 2
14 ak"k w Tk

; —2
und 1 + a:p" [a% w] 'k

als fehlend betrachtet werden muss.
Man hat demnach zur Bestimmung der Grissen AU‘:_I, B | die zwei Gleichungen
]
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Lo e s e e Y e O =0 de - W
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Nun ergiebt sich fiir w aus der Gleichung (g8):

¥——a cos (2s, —1) 4, — ¥V'—1 sin (25, — 1) 4
k k
i B £ 69)
poraae G {cos (28, —1) & + V—1sin @s, — 1) x|
und aus der Gleichung ():
aap"wgpk:v—i ——-L—-——_—._-»‘l
i ?pk 2"]{
ay w
demnach
2p, Ry w
R A[k] + B(kl W kW
YT uaa ( 1 fogi }_ cos (25, —1) Ax + arw
il a\™ 2p 1 a% Sy w
(_e ) = — P ot “)
oV G W/ cos (s —1) Ay +
ap W
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2a mt | . 1
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und nun findet man mit Beriicksichtigung der Gleichungen (y) nach einigen Reduktionen

ufys . : A
; A.L;:L_l = **{g'*m)— (Bx + Sk ) cos m (2 s —1) Ak + (R — Sk ) v —1 sin m (283, — 1) 5 If.
W Py | )
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Bm‘t—" = 2ag p, Z(Bk+sk)005(.m+i}(23k"‘ 1) 7+ (Bic— S )y~ sin (m+2) (2sx — 1) i ng Sk
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Nach den gewonnenen Gleichungen II., sind nun simmtliche unbestimmte von x indepen-
dente Grossen in Gleichungen T bestimmt, und es geht somit die Gleichung I, in nachstehende
Gleichung iiber:

X" 5
£t - {303‘]??“] (1 =t Iatxlzpl) (1 S [agi]?pz) Hca e gl e [an_;x}%"”i)
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|
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+.
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T 3 Z i oS = o
3,1 Pt -t ? 1 +2a,.1xcos(28n-1 — )_._.—-i-an_i xz n-18a-

45 == Po - _1 . s __7-'(-_
=1 Sssmm(ﬂsa—i)gpoﬂ— apxsin (m—+ 1) (25, 1)2}10?. g

T S e / 142 g " e Al
s =1 | +2apx cos (28) — )@'}I‘Jraox
e E__Um smm(2 83— 1),‘_3 +a;\:uv.1n(rn-1—1)1:25.—1)2 ( R, — S, o
2 a"p, R, S;

1+ 2a,x cos (281 = ’l)ﬁ]— —+ a,2x%
1

=y \si Sy i A et
4 —1)™ z>SIBm(259 1)2pg+agxsm(m+1)(253 1)%2 By o
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n-1" Pn-q G
(=" z smm{2s..1— l)2 oA 1xsm(m+l}(25,._1 ’}me? e /=i
2o = 1 +2dn_l X €08 (2 8n1 — i) o -i 4 alyx2 ( Ro-t Su-t

Um nun zur Integration der in der Aufgabe gegebenen Differenzialfunktion zu gelangen,
hat man es nach der letzten Gleichung J1I., mit der Bestimmung folgender zwei Integrationen
zu thun:

]

W
£ Adxr - Pxix o
o+ Bx + yx2’ Tg+ﬁx+}'x?

A und B von x independente Grossen bezeichnen

Nun findet man dass

. T X o 24 ;mang 8+ 29x 17
Stk = X o Vihay — 2 Viay — 2
Bx dx B
e e T o @ v %2
a+ 3x + yx2 3y log (¢ 4 8x + »x2)
= ""*'*Ej——: arctang - £51 2/3 £ ~
JV&{:}-—-—J? ]/,g,u}, oE 8'-’

demnach hat man:

(co%m(Zsh - 1)- + aux cos (m + 1) (esk— 1)-—)

A e
5 1 + ﬂaktm%(st—l)-—-— + a?k X2
cos(m + 1) (28, — l) 2— 3
o 2 g ; Lok ot 5y
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sin (m =+ 1) (2se~1) — cos (25, — 1)— + axx
” 2 :
+ m-——-—u—— aretang ——7m8— =% + C

sin (28— 1) =— ka
und ebenso findet man:

b



j‘ smm(st 1) +akxsm(m+1)(ﬂsa‘-—-i)2k)
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Qak

e o UK Jog (1 4 Zapxcos (2 s~ b) 2—— + a% xg)(
V=i
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arctang — 4+ €
- sin (2sk—1) ﬁ '

) cos (m+1) @~ 1) 5= C%@&“U§—+au

Multiplizirt man sonach die Gleichung IIL mit dx und integrirt nach derselben Grosse x.

so ergiebt sich folgende Integralgleichung:

xm dx - e {I‘Y‘}
(1 120 (1 + 000 G + [ox™) -+ - - (4 [aax)™1) '
( 1)m 0 =Ppo (R +S) : “ ?
7S T By=9o
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m-H
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sL=p1
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2
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sg =1
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+
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Sl A

—1y" Ry + S B b
z(c.?“) Z; n s S sin(m o+ 1) @8 — 1) 5 — B = Sy 1cos(m+i)(250-—l)~—-z

arctang - ————————
sin (230 —1)— 2
=1 L ¥o R —S,
i v E st i (n 4 0@ — 1) g — S Y Teos (mt D@0 1) 7
g ap =1
b

cos (28, — 1)§— + a;x

arcrang =l -

sin (25, —1) ;T
E 1

=1 R + S . R
+2&:mp2 E z B 5; sm(m-i-l](ﬂsz—i)g e V—icos(m+1)(ﬂs~2—1)g

s =1

cos (28, —
arclang

)2[1 + dg X

Siﬂ(QSg——- 1) é—i]—
2

*nei = Pn-i

- 1™ Ro-t4Sn-1 b3 Ro-1 — Sa-t y X
o 2 1) @snet—1) o — = —1 1)(28p-1-1) 5—
: 2d:1.'| Pret = Wi e e R B ) g
fnt =1
€08 (251 —1)2 + ap-q X
arctang =)
sin (25“4 = 1) 2—};-—-1-

Geht in der Gleichung 1V. x in —x iiber, so erhilt man folgende Gleichung:

»

: SRR e o R SRS R eTs G o (V)
Gip PG00 i aa™ - Grmag ey

‘) Bemerkung. Diese Gleichung stimmt fiir den speziellen Fall

R x dx SN LA
G+ 2% (1 + %D

mit der von Herrn Professor Raabe gerechneten vollkommen iiberein, die ich von ihm schriftlich mit-
getheilt, bei der Hand habe.



SUV~15|11{11}+1)(3a0_[)

— E cus(m-{—i)[%so—l)g—-—-}- TNCD 2p
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Iog(1—~2aoxcos(250 1)——+ao’é’xf)
et U B9 e
i %R;‘ Slcos(m+1)(ﬂs;-—~1)2p ;‘lSj—‘l/-—-ism(m+1](251—1}9—912
log(1—2a, xcos(25.~1)——~ 4+ a,2x?)

1 NGV (R R i }
Ry oot 8 el P ey e
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- ¥ ] = = . . . »
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T [ Raot+-Su- T n-1—3u-
iz m+|l . 2 {_ﬁ.ﬁlis_nv_ilcos(m-i-i)(ﬂsn.i—i)mﬂ- Ri5i ¥V —Asin(m+1) (2sn-1- ”2p “
fan-y Po-t =

log (1 — 2a,.1 x €08 (2 8n-1— )~— + annxz}

i N .Ru“!'Sa : 8/ § Ru"‘so_'/—l— +1){25 1) :T—t
L S { Ry S, sm(m+}}(230—l)§—ﬁ)—~+m-§o—— —1 cos(m— 8o TR

28, Py "
nnii

dgX — COS | 20—1:2
arclang —— —
sin (28 — 1)

l.l

¢}

*1.=P1 T d
i R +S 2 ; bl s Ry - 8§, = = =% % £
o T LT Ssin(m A ) (@s—1) g0~ g Vo Leos(m D@ 0 =
D Py 18
1

apx *005(251 == 1)2p
arclang ————
sin (28, — 1)2

s =p P|2+S9 HE_:_‘E _1 g[ 3 ]} 9 _1]_1—
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Az x — cos(?sz—i)gp

arctd g -
sin 25?“'—1 e
“ ( )Qp

i : {Ra-t+8nt . 7 B8y s s
e { Rat ot ‘ ) = P ol Hoi—
Rany’ 2 s e A e D W is V-toos(m+1)@snt—1) 5 ¢

Flr\-T Pn-t
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An g X — €08 (285t = 1) Q_"_
arclang - Pn-1 e
8in (2 85-1 -_1) §p;

Geht in der Gleichung V m in 2m + 1 iiber, so erhilt man folgende Integralgleichung:

En.,ldx %
[(u e B D B T 1)
o AR R,—5 ‘
B e \ ;JFS cns(m+1){280~—1)—-+ s "V_ism{mﬂ)(zswn---l
4a, Py % Po
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=
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a=p 1

4 55.'11_ Z ]“;‘*— So sin(m + 1)(2 So——i)—"—lj‘?:_ So l/:"icos(m-’ri)(ﬂso*i)—ﬂ—l
Qa2 by : B Ro So Do
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+Qa?m+ql)l L RS anan L ) P1 R, 8, 4 e DA ) Po ’
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: ; : % e . sy ;
Geht nun in dieser Gleichung a; in ax und x? in x, also dx in 5 itber, so hat man mit

Beriicksichtigung, dass px und qx vertauscht werden kénnen, zur Bestimmung vorgelegten In-

tegrals, nachstebende Gleichung:
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2 { RS cos(lmﬁ—l}( Sn-l 1)%”I - R V-1sin(m + 1) (2saa l)q“;l i
allul Pn-1 — 2

——
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e { Rt D sin -t 1) @5-1) 2 2V - if‘ﬂh(m“)(z"r')— arclang —— ———2
mT Rg Sg qz
2
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+
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welches zu finden war.
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Als spezieller Fall fithre ich die eine Integralgleichung an, ndmlich wenn:
=P, = GE=G=¢G=". . . .G1=0

und a, = a, a; = b wird; denn alsdann giebt die Gleichung (VIL) nach einigen gemachten
Reduoktionen folgende unbestimmte Integralgleichung:

X dx

[_1 =+ aB3P) (1 .+ b? x1) Ex) ~
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Bei der ganzen Durchfihrung des in Rede stehenden unbestimmten Integrals war es auf

die Erbaltung des unbestimmten Integrals

xm dx —rr— -

(1 4+ a?xP)
abgesehen, was nun aus Gleichung VII leicht ist. Die nothigen Reduktionen zur Verifikation
dieses Integrals, wenn man es zw ischen den Grenzen 0 und o integrirt, mit den gefundenen
Resultaten des gleichen Integrals von Euler, konnte ich aus Mangel an Zeit unmoglich hier

mehr anbringen.









