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SUR LES 

INEGALITES DU MOYEN MOUVEMENT 

D’URANUS 

DUES A L’ACTION PERTURBATRICE 

DE NEPTUNE. 

Soit M la masse du soleil, soient m, m’,m“ etc. les 

masses des differentes planetes du systeme solaire con- 
siderees comme autant de points, soient enfin x, y,z les 
coordonnees du corps m par rapport A trois axes de 
coordonnees rectangles passant par le centre du soleil, 
x',y',z' celles du corps m‘, et ainsi du reste. 

Les equations difföpentielles du onnemen!, relatif du 
corps m autour du soleil seront 

dx ; M+mx _ . dR 
di? 13 and 

Ey (M-+m)y ....dR 
de 

da _ Mm __ dR 
dt? 13 = dz 

en posant 
la SE yYo Hr zz‘ 14 

al 00 
04 

ee zz 
a ei efe, 

| u = 

rD) — Vx: Di? + yo m zw? 

ee Vew = x? + yn— yO)% + (zm _ 20)? 
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Si dans les equations (1) on change les quanlites 

m,x, y,z Successivement en m'x' y'z'; m",x",y',z” etc. et 

reeiproquement, on aura les &quations du mouvement des 

corps m’, m‘ etc. autour de M. 

En nesligeant les seconds membres des Equations (1) 

ou les actions troublantes des planetes, on tombe sur le 

mouvement elliptique selon les lois de Kepler et !’on trouve 

les valeurs de x,y,z en fonction du temps et de six cons- 

tantes de l’intögration qu’on appelle les el&ments ellipti- 

ques de la planete. Nous les representons par: 

a... le demi-grand-axe auquel est/lie le moyen mou- 

vement n de la plante par la relation n a = M +m, 

e... l’excentrieit de l’orbite , 

&... la longitude moyenne de l’epoque, comptee 

dans l’orbite A partir du &£, 
@... la longitude du perihelie comptee dans l’orbite 

a parlir du 2, 
&@... la longitude du 2, 

y... linclinaison de V’orbite. 

Si maintenant on tient compte des forces perturba- 

trices en conservant, d’apres le principe de la variation 
des constantes arbitraires, la forme de la premiere solu- 
tion, mais en rendant variables les constantes arbitraires 
que l’on assujettit encore aux conditions que les valeurs 

dx dy dz dx‘ R ; 
de TE dr 1 ar etc. conservent la m&me forme que si les 

constantes n’y variaient pas, on trouve les Equations 

a__ a2 
di na de 

de _ 4 - MZOM-EUR, M—edR 
dt na?e de na2e do 

de 2 dir Dee) ein cos y dR 
dt na da na2e des. na —esiny W 
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durassitgisn sh“ dR 
dt nafı - &siny dy 

da  Yı=zerdk cos y dR 
al na?e de narı = e&siny dy 

Wen cos y e 2) 1 .dR 

dt na/1 — e&siny \de do nafi — esiny de 

et des &quations analogues, en y changeant les quantites 
a,n,e,2,«, ®, ySuccessivement en a',n’etc., a',n’ etc., 

et r&ciproquement 
Or si l’on substitue dans la fonction R que nous ap- 

pelons la fonction perturbatrice les valeurs des coordon- 
nees x,y,z etc. en fonction des el&ments elliptiques et du 
temps, elle sera developpable en serie de la forme 

R= A + zB (ig + img) 

£, & etc. Elant les anomalies moyennes des plan&tes m, m’ 

etc. donnees par les &quations 

& en die en 

&=fn'd+e—o 

et ainsi.de suite, ii etant des nombres entiers_positifs 
ou. negatiis, et A, B des fonctions des el&ments qui ne 

contiennent pas le temps explicitement et qui sont de 

plus independantes des el&ments e& e etc. 
Il faut remarquer qu’en prenant la derivee partielle 

de R, par rapport ä a, pour former l’&quation qui donne GB 

on doit traiter la quantite n qui figure dans & comme 
independante de a. 

Cela pose, on aura en vertu des &quations (2) en 
designant par p un el&ment quelconque 

2) “ —=H + zL&s (ig + imgo) 

H et L etant, comme les A et les B, des fonctions des
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el&ments excepte de ze, e' ete. et qui ne contiennent pas 

le temps explicitement. 
Si dans une premiere approximation on remplace 

dans les seconds membres des &quations (2’) les el&ments 

par leurs valeurs a une epoque donnee, H et L devien- 

nent des constantes; on a de plus &=ni +2 —o etc. et 

l’on trouve par des simples quadratures 

L sin ne (1E + I WEn) 

Nous avons done & distinguer deux especes d’ine- 
galites des elements, savoir des inegalites seculaires qui 

dependent de la partie non periodique A de la fonction 
perturbatrice et qui se presentent A la premiere appro- 

ximation comme croissantes proportionnellement au temps, 
et des inggalites periodiques dependantes des parties perio- 

diques de la fonction perturbatrice. 
Quant aux inegalites periodiques , cette premiere ap- 

proximation suffit aux besoins de l’astronomie, en sorte 
qu’on peut calculer separement les inegalites periodiques 
des el&ments d’une planete, dues & l’action troublante 
d’une autre planete, en ne considerant que ces deux pla- 
netes A-la-fois ou faisant abstraction de toutes les autres. 

Mais quant aux inegalites seculaires,, ceite premiere 
approximation ne les donne que pour un temps fort res- 
treint avant ou apres l’epoque, et pour les obtenir pour 
un intervalle de temps considerable, il est necessaire, 
en negligeant les parties periodiques de la fonction per- 

turbatrice, de traiter les equations 

One ra 

P_w etc. 
lese 

comme autant d’&quations differentielles simultanees. La- 
grange a reduit ces Gquations aA un systeme d’equations 
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lineaires a coefficients constants, et Je calculnumerique mon- 
tre que les inegalites seculaires, aux moins des excentricites 

et des inclinaisons, sont reserrees entre des limites &troites, 
mais qu’elles dependent des periodes, dont la duree est fort 
considerable. (v. Leverrier, Memoire sur les variations 
seculaires des el&ments des sept plandtes principales. 1842.) 

Or, la valeur de 2 donnde par les equations (2) 

montre que le demi-grand-axe et par suite le moyen 
mouvement n’ont pas d’inegalites seculaires. Donc, si 
nous voulons chercher separement l’action troublante de 
Neptune sur Uranus, ce ne sont que les inegalites du 
moyen mouvement et l’influence de ces inegalites sur la 
longitude de l’astre, que nous considererons. 

L’&quation (3) montre, qu’une inegalite qui depend 
d’un certain argument i&+i’&' est en general d’autant 
plus sensible que la quantit& in-+i’n‘ est plus petite, en 
meme temps que la durde de sa periode devient plus 
longue. De l’autre cöte, il arrive que le coefficient L 
d’un terme ä l’argument i& + i‘&' est d’autant plus petit 

que le sont les deux nombres i et i‘. 
Donc, si les moyens mouvements n et n’ de deux 

planetes sont entre eux ä-peu-pres comme deux petits 
nombres entiers i' eti, en sorte que le nombre in—i'n‘ 

soit fort petit, les inegalites des el&ments de ces deux 
planetes qui dependent de l’argument i&—i’&' peuvent 
etre tres sensibles, et d’autant plus que les deux nombres 
i et i‘ sont plus petits. ÜC’est surtout dans la longitude 

que ces inegalit&s seront preponderantes, car la elles 
dependent de deux integrations et ont consequemment le 

carr€ (in—i’n‘)2 pour diviseur. 
Or, le moyen mouvement d’Uranus est a-peu-pres 

egal A deux fois celui de Neptune, en effet on a (v. An- 

nuaire du bureau des longitudes 1854.)
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moyen mouvement diurne d’Uranus 
n = 42,233. 

moyen mouvement diurne de Neptune 
ob:21454054 

Il en resulte une inegalite fort sensible dans le moyen 

mouvement d’Uranus, qui depend de l’argument &—2 € 

et dont la determination formera l’objet principal des re- 

cherches suivantes. 

On a2n’— n=o", 875. La periode de l’inegalite 

indiquee sera donc 
360° 

365,25 x 0%, 875 

Or, en regardant les excentricites et les inclinaisons 
comme des quantites tres petites du premier ordre et 

developpant la fonction perturbatrice suivant les puis- 
sances ascendantes de ces quantites, les termes de cette 
fonetion qui dependent de l’argument i’&' —i& sont de 
Vordre  —i+2k, k etant zero ou un nombre- entier 
positif (Mec. celeste, livre II. $. 48.). Donc, les ter- 
mes, argument 28' — &, sont de l’ordre impair par rap- 
port aux exceniricites et aux inclinaisons, et il arrive que 

cet argument se trouve deja parmi les termes du premier 
ordre. Donc, en ne tenant compte que de la premiere 
puissance des excentricites et des inclinaisons, nous som- 
mes assures que les termes negliges qui dependent de 
ce m&me argument 28° — & sont, par rapport ä ceux dont 

nous tenons compie, au moins du second ordre de petitesse. 
Mais les excentricites d’Uranus et de Neptune etant 

—= 4055 annees juliennes. 

— environ, il_faut voir, si 100 ? ? 
la petitesse du diviseur 2n’— n,. n'est. pas -compensee 

par la petitesse de. ces facteurs.e et e’ qui alleetent ‚les 
inegalites, argument 22° — &,'en:sorte que-les termes..de 

de petites quantites de „, ei
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la-fonction perturbatrice, qui. n’ont ni les excentrieites ni 

les inclinaisons en facteur , ne donnent-naissance A des 

inegalit6s p6riodiques, ‘dont l’amplitude soit- au moins aussi 

grande que celle des inegalit6s qui dependent de l’argu- 

ment &—2&.. En eflet.on ‚se ‚convaincra aisement que 

les termes periodiques de la fonetion perturbatrice, (qui 

sont de l’ordre zero par rapport aux excentricites et aux 

inclinaisons, dependent de l’argument &— & et de ses mul- 

tiples. Or, an etant A-peu-pres 3 ce qui est juste- 

ment la valeur de l’excentricit6 d’Uranus, il se pourrait 

bien que, parmi les ingalites periodiques des elements 

d’Uranus qui ont pour diviseur in—i‘n' a la premiere 

puissance, telles, qui sont de l’ordre zero par rapport 

aux excentricit6s et aux inclinaisons, eussent a-peu-pr&s 

la m&me amplitude que celles qui döpendent de l’argument 

&—2€'. „Mais lorsqu’en. integrant on.passe des inega- 

litss du moyen mouvement aux inegalites de la longitude, 

celles de l’argument & — 28‘ seront de nouveau afleciees 

d’un diviseur qui est-20 fois plus, petit que celui des ine- 

salites de l’ordre zero , en sorte,.qu'il semble probable 

que dans: la longitude l’amplitude des inegalites, argument 

32€ — &, soit 20 fois plus grande que celle des inegalites 

de l’ordre zero par rapport aux, excenirieites et aux in- 

clinaisons. Ndanmoins , ces discussions. preliminaires 

ayant besoin d’ötre confirmees par le calcul, nous tien- 

drons encore compte des termes de la fonction pertur- 

batrice de l’ordre zero par rapport aux excentrieites et 

aux inclinaisons. 

Nous nous proposons donc de determiner ‚les ine- 

galit6s du moyen mouvement d’Uranus, dues & l'action 

troublante de Neptune, et. l’influence de .ces indgalites 

sur ‚la longitude d’Uranus, en tenant: compte. dans la fone- 

tion perturbatrice:
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1) des termes de l’ordre zero par rapport aux ex- 
centricites et aux inclinaisons, 

2) des termes du premier ordre par rappori ä ces 
quantites, qui dependent de l’argument &—- 2%. 

Nous designerons par des lettres non accentuees la 
masse, les coordonnees, les elements etc. d’Uranus, et 
par des lettres accentuees la masse, les coordonnees etc. 
de Neptune. 

Cela pose, la fonction perturbatrice des elements 
d’Uranus, en ne tenant compte que de l’action troublante 
de Neptune, se reduit & 

np Sue Yyıt zz 5 1 
73 («= Fyoy$ ra 2 

en posant 

Mereryar 
Supposons que le plan des x et des y soit le plan 

de lecliptique, que l’axe des x soit la ligne menee du 
centre du soleil au point vernal A une &poque donnee, 
que Faxe des y soit mene au solstice d’et6 et que les z 
positifs soient du m&me cöte que le pöle’boreal de 1’6- 
cliptique. On aura alors, en designant par ®, l’anomalie 
vraie 

x=rc0s (® + ©)cose — rsin (® + ©) sin @ cos y 
4) y=rcos (©+o)sin«e+rsin (0 + ®) cos « cos y 

z=rsin(9-+ o) sin y 

et des &quations analogues pour x‘,y',z’, en y accentuant 
teutes les lettres. 

Nous cherchons d’abord ceux des termes de la fonc- 
tion perturbatrice developpee suivant les puissances as- 
cendantes des excentricit6s et des inclinaisons , qui sont 
de Fordre zero par rapport a ces quantiles. Or, cette 
partie que nous designons par R, sera &videmment ce 
que devient la fonction perturbatrice, lorsqu’on y fait 
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les excentricit6s et les inclinaisons egales A zero. Or, 

dans ce casr, r', @, ®' deviennent respectivement a, a’, 

£,& etlonax=acos(£+@+e), y=asin(+o+e«), 

z= 0, done 
xx + yy’ + zz _acosy 

r‘3 le 

en mettant 

e) v=t-€ Ho ta ou —« 

On aura de möme, 
4 = 1 

Yx = x) + (y- y) + (z— z')% Ya a® —2aa' cos y 

Or, cette fonction etant developpable en serie suivant 

les cosinus des arcs multiples de #, nous posons 

9 : - 
Ya? + a”? — 2aa’ cos ı 

Ao + Ar cos 9 + Ar cos ap + Ascos 3y + - - 

p
i
e
 

de sorte que la partie R, de la fonction perturbatrice sera: 

m’|- S An - (Ai - 2) cos # — An cos 2y — ne | 
a2 

Or, les ingalites du moyen mouvement ne dependent 

que de la derivee partielle de R par rapport äz, el&ment 

ui n’entre pas dans le terme non periodique — A 

Nous supprimons donc ce terme, en mettant 

I) Rı — m’}- (Aı — oe) cos u — Ag cos 9 — 

As os ap = ws: 

Nous cherchons en second lieu ceux des termes du 

premier ordre par rapport aux excentrieites el aux in- 

clinaisons qui dependent de l’argument & — 2£'. 

Nous tirons des &quations (4) en y faisant abstrac- 

tion des secondes dimensions des inclinaisons:



er an 

x=rcos (9 +@-+ 0) 

y=ısn.(0 + 0o-+ e) 

z=rysin (0 + 0) 

et par suite 

xx +yy°+zz _rcos  +o+2-9 _-o_ 0) 

r'3 == 72 

»  Developpons le rayon vecteur et ’anomalie. vraie sui- 
vant les puissances ascendantes des excentricites en 
mettant 

r=a-da 86106 
I — ar 9a @= 8 + 88 

et nous aurons, en nous bornant A la premiere puissance 
de ces quantites, 

() > 
—=-eos& dg = 2e sın & 

da’ : > == = - e’cos® 06° = 2e’ sın &° 

Done, en posant 

y=:-%+o+au- ou — u 

RE), 

a’? 

op = dt Besin & — 2et sin 

on aura avec la m&öme approximation 
EN TREE dQ dO;:b 5 dQ 

Or, nous ne cherchons dans le developpemeni de 
xx + yy'+zz‘ 

r3 

gument &—2£'. La quantit& Q elle-möme ne contient 

pas cet argument. Les derivees a ale a ne. con- 

que les termes qui dependent de l’ar- 

tiennent que l’argument’g =. I faut les multiplier par 
da, da’, öy et dans le resultat remplacer le produit de 
deux  cosinus ou de deux sinus par les cosinus de la 
somme et de la difference des arcs ä l’aide des formules 
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cos (@ + P) 

w
i
-
 

cos @ COS P=5 00: (m -B)+ 

sin @ sin ße = 3 cos (@ - ß) 5.005 (@ + P). 

D’un terme dependant de l’argument & — & ne 

peut done resulter un terme, argument & — 25, quen 

le multipliant par un terme, argument &. Or, au lieu de 

dire: les termes d’une certaine quantite F qui.ont quelque 

influence sur .ceux de la fonction perturbatrice qui de- 

pendent de l’argument &—2£', nous convenons d’ecrire 

simplement: F=& ces termes, et c’esi dans ce sens quiil 

faut entendre le: signe = dans: les formules suivantes:: 

xx +yy' +zz _dQ dQ 
_— a’ — 

23 Bd SU ah dv 3Y 

dQ  2acosap da’ 8 
Tree en iz we 

al asın u R ERRE 
we et pp = — 2e’sın$ 

d’ou enfin 

a) ty tr ee gt 
in a 

On a de plus, en negligeant les secondes dimensions, 

des inclinaisons 

4 — 

Y& - x)? + (y - y?+(z - 20% = 

4 

VE #12? = arr' cs (O+o-+ « - 0'—w' — eo‘) 

Posons 
1 

Va2.+ a2 — 2aa‘ cos 

Cela fait; on tirera de cette &quation, en y negligeant 

les: secondes puissances des excentricites , 
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La fonction P etant developpable suivant les cosinus 
des arcs multiples de », nous metions, comme ci-dessus, 

P= SAH Moos do HA, cos 3 Ra Br 

Or, les quantites da, da‘, öy ne contiennent que les 
argumenis & ei &', tandis que P et les derivees partielles 
up RP=u:B . FEN, da’ da’? day Me contiennent que des termes qui depen- 
dent de l’argument iE—i&, i etant zero ou un nombre 
entier quelconque. Or, pour obtenir un terme, argu- 
ment &— 28‘, il faut multiplier : 
un terme, argument &, avec un terme, argument2£ — 2% 

et un terme, argument €, avec un terme „ argument &—E. 
Cela pose, nous pouvons 6crire en entendant le signe 

= dans le sens indique ci-dessus , 

Rz - eco T=-ewse 

Er cos 2 cos y 

öy = 2e sin & — 2e’ sin & 

5 = — 2A sin 20 — A sin y 

d’oü l’on tire 

b) > = ‚«- x? +y-y®+ß@— ze 

= [Au - el eco Ho +a— m — a) 

—_ ja +5 a { e cos (E — 28’ + 20 + 2a — 20° — Au‘). 

En retranchant ces termes de l’expression (a), nous 
irouvons la partie de la fonction perturbatrice qui depend 
de l’argument &— 2% et qui est du premier ordre par 
rapport aux inclinaisons et aux excentriciies. Nous la 
designons par Ra, de sorte qu’on aura 
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2a 4 dA 5, 
ao = m — — ng ‘ oral EEE 1 

Ra Tue Srasarn a‘) e’cos(£ 2 +0 -+a- m -a)+ 

1d ’ 
+ m‘(2A» + = = a) e cos (6 — 26° + 20 + 2a — 2w' — 2a‘) 

Pour donner ä cette valeur de Ra une forme plus 

propre au calcul numerique, nous allons etablir quelques 

relations entre les quantites designees par A et leurs de- 

rivees partielles par rapport a a et a‘. 

Nous avons l’&quation identique 

1 
Va? + a’? — 2aa’ cos Y 

Il est evident que les A sont des fonctions homo- 

genes du degre — 1 par rapport aux quanlites a et a’. 

Nous en concluons 

e) = 5Ao + Aı cos p + Ay os p +... 

1A; 1A; 

ß) = Zei An 

L’&quation («) devant &tre identique, nous en pre- 

nons la derivee partielle par rapport A a, ce qui donne 

= a— a’ cos ı —_ 41dA,, dA, dAg 
Vor a® — aaa” 008 re ARE IH cos y + da c0S Ay +..-: 

i 4 
Y(a2 + a2 — 2aa’ cos %)? 

veloppable en serie suivant les cosinus des arcs multiples 

de %, et nous posons 
1 4 

=-Bo+B + Ba cos 29 + ..... 
2 Ya ta? - 2aa'cosy? 2 S se ah 

En multipliant les deux membres de cette &quation 

par — (a — a’ cos y) et &galant le resultat A l’equa- 

tion precedente, nous trouvons les. relations 

ad - A; 

Or, la fonction sera aussi de- 

1 
a — 1 Bıa _ Boa-+ ; Bıa’ 

dA 4 ; 4 9 
ö) aa Ba +5-Baa 

dA» Pr 4 
ee — =. B3a‘ 1768 iR 5 Bıa Ba+z 5a &
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Differentions l’&quation («) par rapport a o 
aa’ sin a = 

VG a9 2 2aarcos os 9) 
= Aı sin y + 2Ag'sin DT 

En multipliant ] Equation (y) par aa’ sin », nous trou- 
vons en vertu de la.formule precedente 

— _ VIETFEER: L A=SByaa IB, aa 

1 4 il 4! 2=5zBıaa ai B; aa 

etc. 

Nous_ differentions l’equation (y) par rapport ä », 
ce. qui donne 

3aa’ sın ı 3 — _ _  —biasın 2Be- sm ae en: Ya ar? — Baar cos »)5 : a. 
d’oü‘ 

3aa’ sin» (4 Bu + Bı cos» +Ba cos2y +... .)= 
= (a? + a2? _ 2Daa’ cos %) (Bı sin 9 - 3B2 sin y +. 

En effectuant les multiplications indiquees, nous ob- 
tenons les &quations 

Saar B, = (a2 + a2) Bı — San‘ Bo 
9) E 

San Bi = 2(a2 + a2) Bo = \ aa‘ B; - 

etc. 

z En traitant pareillement l’equation («), nous en tirons 
3 Saar As: 2(a2 + a) Ar; aa‘ Aı 

N) 7 u D 5 ' z.aa As — 3(a? + a2) L—;aa Aa 

9 7. zaa As (a2 Bar za As 

etc. 

Nous remplagons maintenant dans la valeur de Ra 
la quantite nn a’ par sa valeur tirde de l’equation (B), 



puis, nous mettons ä la place de ee ns Ay, Aa leurs 

valeurs donndes par les &quations (d) ei (e), et nous 

eliminons enfin B, et B; A l’aide des equations (8). Cela 

fait, la fonetion Rg aura la forme suivante: 

2 2 dc 

Re=m‘ 2n -(5 = ee Ba lercos(e-2 +0 +a- o'-e)+ 

1 (im 5a2. © 5 
+ m’) —Bı - - + )B2ecos (&- 28 420 + 20 — 20° - 2a‘). 

Ces termes reunies aux termes 1. , formeront la par- 

tie la plus importante de la fonction perturbatrice, et 

nous en negligeons tous les autres en meltant 

Re Re Fe 

Pour obtenir les inegalitts du moyen mouvement, 

il faut prendre la derivee partielle de R par rapport ae, 

element qui n’entre dans la fonction perturbatrice que 

par l’anomalie moyemme &=nl re —o. Nous pouvons 

done, avant de prendre cette derivee, Evaluer numeri- 

quement les coefficients des differents cosinus. dont se 

composent R; ei Rp. 

Nous procedons au calcul des quantites designees 

par A et B. 

En mettani ; = a, « sera une quanlit€ plus petite 

que Vunite, et l’&quation («) prendra la forme 

1 

u 20 cosp + a2) 3= An + Ar cos yp + Ar cos ab Here: 

Or, la fonction (1 — 2« cos + «2)"2 peut Etre: mise 

sous la forme 
5 

(1 _ ad) | 2 Sl) 

en designant par e la base des logarithmes naturels. On 

developpera chaque facteur suivant les puissances ascen- 

dantes de «e* a et effectuera ensuite la multiplication 
2 

w
i
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indiquee. En remettant enfin A la place de Ale 
u —A e : 

+e 3% la valeur 2 cos x», on formera directement 

12: 
le developpement de (1 — 2« cos d + a2) 2 suivant les 
cosinus des arcs multiples de », d’oü l’on tirera 

Be Be: ee Tr, 
ae 2 2.46 2.4 2.4.6.8 2.4.6 

222 13 1.35 A 1.3.5.7 1.3 Pr re: re} ey Fe en 

m te ae aan ) 

Pour effectuer le plus commodement la sommation 
de ces series, on commencera par former un tableau des 

; ee 25 : 
logarithmes des quantites ZI: pus en 

mettant > 

22 
kl tn ty ++: SR] 

on caleulera les logarithmes de 9, 3... ..a l’aide de 
la relation 

22 +1 aa — 1 Lga,, =Lg a,,_, + Lg ee ie) 

Les valeurs numeriques de a et de a’ sont, en prenant 
pour unite le demi-grand-axe de l’orbite terrestre 

Demi-grand-axe d’Uranus a = 19,1824 
Demi-grand-axe de Neptune a’ — 30,04 

d’ou Log (02) = Lg ()=1,6104060, en designant par 
un trait — au-dessus d’un nombre les caracteristiques 
negatives, et l’on trouvera: 

a, = 0,5 

a9 — 0,0764553 

a, = 0,0194847 
a4 = 0,0057933 
a5 = 0,0018603 
29 = 0,0006258 
49 = 0,0002172 
a4, = 0,0000774 
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246 = 0,0000278 
243 = 0,0000102 
ä99 = 0,0000038 
ä9g = 0,0000014 

Pour tenir compte des autres termes de cette serie, 

nous admettons l’hypothese, qu’ils forment une progres- 

sion g&ometrique, dont la raison est „., en sorte que 

nous aurons en prenant pour unite 10°” 

Ä 7 72 

En ajoutant donc 0,0000008 a la somme 
ot +. : 0.89, nous trouvons 

++... 0,6045577 d’oü enfin 

Lg Aı = 2,4099708 

On trouvera pareillement 

Lg A2 — 2,0998613 

En substituant ces valeurs dans les equations (m), on 

en tire successivement 

Lg A; — 3,8308959 
Lg As = 3,5812065 
Lg As = 3,3427658 “ 

etc. 

Quant aux quantites designdes par B, les equations 

(8) et (£) donnent ; 

15 (a2 + a2) Aı — aa‘ A 
NE (a? = a2) 

15 2 an As — (a? + a2) Ar 
ee (2 2A 

d’oü 
Lg Bı = 4,2801336 

Lg B2 = 4,1559331 

Pour nous assurer quil n’y.a pas de faute commise
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dans le calcul de ces nombres, nous allons encore &eva- 

luer B; et Ba d’une maniere directe. 

On tire de l’equation (y) 

an r 35.8 5,357 35 ,, 35.29 35.7 5, 
galt amia 246 2.4 Ss aa a ) 

PR VEIE NEE RB 3:5.7:9073.5 Fe re Se SE 
ne > eat onen at ) 

Ces series &tant moins convergentes que les series 
analogues pour A, et Az, on aura besoin de calculer 
19 termes de chacune, .on y ajoutera une correction pour 
les termes negliges comme nous l’avons fait dans le cal- 
cul des A, et nous avons trouve de cette maniere 

Lg Bı = 4,2801336 

_ Lg-Bz = 4,1559329 

Les excentrieites des orbites d’Uranus et de Neptune 
sont 

Excentricite d’ Uranus  e = 0,0466 
Excentricite de Neptune e’ = 0,0087195 
Ces valeurs substituees dans l’expression de Rs 

donnent 

. =M cos (6 — 26° + 2x) — N cos (6 — 2 + x) 

ou = = a 
Lg M = 3,2828248 Lg N = 4,1188993 

»=o+a—o' — ae 

Or, @ +. et @' + «’ designent les longitudes des 
perihelies d’Uranus et de Neptune, dont les valeurs sont 

o +.a = 167° 30° 24" 
oo’ + ae —=.47°9 14 37° 

Il en resulte 

Ro 
m 
=Nsm $ — 2 +9) —M cos (& — 2% + y) 

ou 
p = 309 15 a7", v = 609 31° 3%" 
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Nous. mettons enfin Rz sous la forme 

Rs = mL sin (& — 2 — h) 

en posant 
Lcosh=Msin»-+ N cos 

Lsnh=Mcosvw-—-Nsng « 

d’ou l’on tire 
h = 26° 11 ' 52°. 

Lg. L = 3,2982876 

Nous mettons encore dans l’expression de Rı A,Aa 

a 

la place de A, — en sorte que maintenant Lg Aı= 

3,6478893. Cela pose, la fonction perturbatricee R= Rı 

+ Ra prend la forme 

R = m/I— Aı cos p — An cos 2p — Ay cos 3 —. > 

+Lsin (€ - # — h)] 

Or, en designant par M la masse du soleil et par m 

celle d’Uranus, on aura 

n? a —=M Ss m 

par suite o = 2na? +3 n2a2 2 Nous en tirons 

en vertu de l’&quation no — —— 

din. 1.3 dR 
de = a2 de 

L’element s n’entre dans R que par l’anomalie moyenne 

&=nt +. —o. Men resulte, vu la valeur de ı 

= ad [Aı sin 9 + 2A2 sin ap + 3A; sn 3p + - 

; +L cos (€ — 2& — h)] 

Si dans le second membre de cette &quation nous 

traitons les l&ments comme des constantes, le temps n’y 

entre que, par les anomalies moyennes 

g=-n te - © ent e 0 

et nous trouvons, en integrant, n egal A une constante, 

plus une quantit& variable qui sera linegalit& cherchee
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du moyen mouvement d’Uranus, et nous aurons, en la 
designant par ön 

A) en = ni m) [- Ar cos y — Ag cos ap — Ascos 3y — u] + 

® 3m‘ L ; ; 
+ zen — an”) sin (£ — 2£ — h) 

L’argument % qui entre dans cette expression, est 
-:-& +©0+0«— o'—-e' ou, ce qui revient au 

meme 

y=m- nt FEetra— (ei + 0 

Or e+ etz: + a’ sont les longitudes moyennes de 
l’epoque d’Uranus et de Neptune, et nous avons, l’&poque 
etant le 1” janvier 1800 

& m = 173°. 30° 37° 

82-1904 —2335.388 35802 

Les moyens mouvements diurnes d’Uranus et de Nep- 
tune sont de plus 

n— 42, 233 n’ = 1", 554 

Or, nous prenons pour unite de sel l’annee julienne 
= 365, 3 jours, de sorte que n — n’ = 365,25 x 20", 679. 

Il en resulte » = 7553",0 t — 161°.38°. 21" et 

cos ap = (— 1)” cos * (7553,06 + 18%. 21° . 39°) 

Nous avons enfin 

g— 2% = (n — Mit + (e — o) — re — 0‘) 

Or, — o est Egal ä la longitude moyenne de l’epoque, 
moins la longitude du perihelie et l’on trouvera ä l’aide 
des valeurs donndes de ces elements 

sin (£ — 28° — h) = sin [319°, 49% + 56° » 0°. 21°] 

t etant toujours exprime en anndes juliennes, et compte 
a partir du 1. Janvier 1800. 

Quant aux amplitudes ns inegalites dont se compose 

ön, nous mettons d’abord Ir Mä la place de m‘, en de-
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signant par M la masse du soleil. Or, soient m,, n,, a, la 

masse, le moyen mouvement et le demi-grand-axe d’une 
planete quelconque, on aura M+ m, = n? a?, donc, 
en prenant pour cette planete la Terre et negligeant m, 
a cöte de M, il vient M = n? en sorte que 

m — u n? 
M 

La formule (A) suppose que nous y exprimons n, 
n et n! en parties du rayon, et elle donnera alors ön 
exprime en parties du rayon. Donc, pour avoir ön ex- 
prime en secondes, il faut, apres avoir n,, net n! ex- 

primes en partie du rayon, multiplier le second membre 
648000 
ni: de l’equation (A) par Or, il est evident que le 

resultat sera le m&me si, au lieu d’exprimer n,, n, n! 

en parties du rayon, nous exprimons toutes ces quantites 
en secondes. 

Cela pose, nous aurons pour le calcul de ces ampli- 
tudes les donnees suivantes: 

m‘ 4 

M 7 1Rna6 

n, = 365,25 X 3548°', 193 

n — n‘ = 365,25 x 20°, 679 

n — 20 = — 365,25 X 0°, 875 

et nous trouvons enfin 

B) ön= — 5", 989 sin (319%, 594 t + 56° .0°.21) + 

+ 0, 558 cos» — 1°, 580 cos 2) + 0°, 850 cos 3y — 

— 0% 478 cos Ay + 0%, 276 cos 5b —- : 2... 

en mettant 

v = 7553, 00 t + 18° . 21°. 39” 

le temps t etant exprim6 en annees juliennes et compt6 
a partir du 1. Janvier 1800. 

Cette formule donne les inegalites les plus sensibles
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du moyen  mouvement; annuel d’Uranus dues ä l’action 
troublante de Neptune , et; nous voyons que celle qui de- 
pend: de l’argument 319'',594 t en. esi, beaucoup la plus 
considerable. “La. periode de cette inegalite est. 4055,15 
anndes juliennes. Quand) elle aura atteint sa valeur maxi- 
mum, Uranus decrira, en vertu d’elle, dans un an 6" 
de plus ou de moins qu’une autre plan&te qui serait & la 
m&me distance du soleil et qui serait assujetlie aux per- 
turbations de toutes les autres planetes, excepte de 

Neptune. 
La longitude moyenne d’Uranus est donnee par la 

formule 
l=/ndt+(e-+ e) 

Nous aurons done les inegalites de la longitude 
moyenne. d’Uranus.dues.& l’action troublante de: Neptune 
et qui, döpendent, des. inegalites du moyen mouvement, 
en prenant l’integrale du second membre de. la. formule 
(B),.apres F’avoir multiplie par dt. Mais: nous: remarquons 
que l’action de Neptune donne.encore naissance &.d’autres 
inegalites de la longitude moyenne, qui proviennent de 
la variation de ze + «, quantite qui dans le mouvement 
non troubl&e represente la longitude moyenne de l’Epoque. 
Designons par öl l'inegalite de, la longitude moyenne qui 
provient de linggalitE — 5,989 sin (319,594: + 56° 
0’ 21°) du moyen mouvement, nous aurons 

5,989 
öl =. — 
\ 319,594 

c08. (31%, 596 t + 56%. 0°. 21°) 

Or, cette formule donne öl exprime en parties du 
rayon, il faut donc, pour l’exprimer en secondes, mul- 

823000 
n 

öl = 3804°, 3 cos. (319°, 59% 1. + 56° » 0% 21°‘) 

tiplier le second. nombre par et.nous trouvons enfin 

t etant toujours exprime en annees-juliennesiet. compie a 

partiv.du 1. Janvier. 1800,..:
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La valeur maximum de cette inegalite est 1°. 3°. 24" 3. 

Les autres inegalites du moyen mouvement que nous avons 
calculdes donnent dans la longitude moyenne 

15”, 2 sin» — 21, 6 sin 2» + 7%, 7sin3p +. 

mais nous supprimons celles-JA, parce que nous ne te- 
nons compte non plus des inegalites de e+ «. Il resulte 
done de ce que les moyens mouvements d’Uranus et de 
Neptune sont entre eux A-peu-pres comme 2 a 1 une 
inegalite fort considerable de la longitude moyenne d’Ura- 

nus dont la periode est 4055 annees juliennes. Or, les 
inegalit6s de la longitude vraie &tant sensiblement les 
m&mes que celles de la longitude moyenne, nous en 
concluons que par l’action de Neptune, Uranus peut 
s’ecarter. en longitude jusqu’a 1°.3'.24' de la position 
d’une planete qui serait a la möme distance du soleil et 
qui subirait les perturbations de tous les corps du systeme 

solaire, excepte de Neptune. 
En mettant en tableau les epoques, oü l’inegalite in- 

diquee de la longitude moyenne d’Uranus atteint ses va- 

leurs maximum et minimum, nous trouvons 

oe 20 pour t = — 1644,7 ou en 155. Mai apres J.-Chr. 

öl= + 10.37.94" t=— 630,9 » 1169. Fevr. » ) 

ol = 0 Dee rag 3 3182=Nov. >» » 

ol = — 10.37.24" 9» = +13%6,7 » 319%. Sept. » >» 

ol 20 » t=+ 23105 » 4210. Juillet » » 

De la relation qui existe entre les moyens mouvements 

d’Uranus et de Neptune resultera une inegalite analogue de 
la longitude de Neptune. Or, on trouvera dans la Me- 
canique celeste (livre II $ 64) la demonstration generale 
du theoreme que quand on a des inegalites du genre con- 

sidere, que l’action d’une masse m’ produit dans la lon- 
gitude de m, les inegalites correspondantes que l’action



Bee 

de m produit dans la longitude de m‘, seront aux pre- 

mieres dans le rapport constant 

mYa 

ma 

Les masses d’Uranus et de Neptune sont, en prenant 
celle du soleil, pour unite 

1 1 
‘ 

m 57000 m T7an6 

On aura donc en designant par öl’ l’inegalite corres- 
pondante de la longitude moyenne de Neptune 

öl’ = - 1829”, 8 cos (319°, 594 1 + 56° - 0°. 21°) 

La valeur maximum de öl’ est 30'.29”, 8. et l’on re- 
marquera, que le moyen mouvement de Neptune va, en 
S’accelerant, en möme temps que le moyen mouvement 
d’Uranus se ralentit, et r&ciproquement. 






